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        JORNADAS SOBRE LOS
PROBLEMAS DEL MILENIO
Barcelona, del 1 al 3 de junio de 2011




     EXISTENCIA DE YANG–MILLS Y DEL SALTO DE MASA


                                         ÓSCAR GARCÍA-PRADA


           Resumen. En estas notas se da una introducción al problema propuesto por
           el Instituto Clay en su lista de problemas del milenio de Existencia de
           Yang–Mills y del salto de masa: Probar que para todo grupo de Lie
           compacto simple G, la teorı́a cuántica de Yang–Mills en R4 existe y tiene un
           salto de masa ∆ > 0.




                                            Introducción
   En 1954 Chen-Ning Yang y Robert L. Mills introdujeron una teorı́a para des-
cribir la interacción débil (responsable entre otras cosas de ciertas formas de ra-
diactividad) y la interacción fuerte (responsable entre otras cosas de la unión de
protones y neutrones para formar un núcleo). Esta teorı́a ha sido fundamental
en el estudio de partı́culas elementales y fı́sica nuclear en los últimos casi sesenta
años.
   La teorı́a de Yang–Mills, que emerge por un lado de la geometrı́a diferencial y
por otro lado de la fı́sica moderna, en particular de la mecánica cuántica, es una
generalización de la teorı́a de Maxwell del electromagnetismo. No obstante, hay
una diferencia esencial entre las fuerzas nucleares y la fuerza electromagnética:
La fuerza electromagnética se extiende a distancias muy largas, mientras que las
fuerzas nucleares son de muy corto alcance. Esto se traduce en que los campos
responsables de las interacciones nucleares tienen que tener masa (en contraste
con lo que sucede con los fotones responsables de la interacción electromagnética).
Se dice en este caso que existe un salto de masa.
   El problema es que en la teorı́a clásica de Yang–Mills las partı́culas no tienen
masa. Sin embargo todos los experimentos, y en particular el fenómeno denominado
libertad asintótica, indican que en la teorı́a cuántica los campos de Yang–Mills que
describen las interacciones nucleares tienen masa no nula. El problema propuesto
por el Instituto Clay de Matemáticas consiste en demostrar de modo matemáti-
camente riguroso la existencia de la teorı́a de Yang–Mills cuántica y la existencia
del salto de masa.
   El objetivo fundamental de estas notas es dar una introducción a este problema
y describir los ingredientes básicos involucrados en el mismo.

   Deseo dar las gracias a los organizadores de estas Jornadas por haberme invitado a dar estas
charlas y por su generoso trabajo. Mi agradecimiento al Instituto Newton por las condiciones
ideales durante la preparación de estas notas. Este trabajo está financiado en parte por el proyecto
MTM2010–17717 del Ministerio de Ciencia e Innovación.
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    El plan de las notas es el siguiente: En la Sección 1 se hace un repaso rápido de
la interacción electromagnética y las interacciones nucleares, ası́ como del principio
de invarianza gauge, que lleva al descubrimiento de la teorı́a de Yang–Mills. En
la Sección 2 se aborda la estructura geométrica de las teorı́as de Yang–Mills y
sus orı́genes históricos en la geometrı́a riemanniana y la relatividad general de
Einstein. En la Sección 3 se aborda el problema de la cuantización de las teorı́as
de Yang–Mills y se enuncia de modo preciso el problema de existencia de Yang–
Mills y salto de masa. Finalmente se explica cuál es la situación del problema y se
indican algunas de las posibles estrategias a seguir para abordar el problema.
    Con la intención de hacer una descripción lo más simple y concisa posible,
se ha elegido un estilo informal y esquemático. Por supuesto, estas notas son
incompletas, y sólo pretenden ser una posible introducción al problema de Yang–
Mills y salto de masa. El lector interesado en profundizar puede indagar en las
referencias que se dan en la descripción oficial del problema por Arthur Jaffe y
Edward Witten [3] y en el informe de Michael Douglas sobre el estado del problema
[1].

           1.   Interacciones fundamentales y simetrı́a gauge
1.1. Electromagnetismo. La interacción electromagnética la conocemos a
través de los fenómenos eléctricos y magnéticos de la vida cotidiana. Para en-
tender estos fenómenos tenemos que postular que la materia tiene un atributo al
que llamamos carga eléctrica.




                         Charles A. Coulomb (1736–1806).

   La ley de Coulomb establece que dos cargas estacionarias ejercen una fuerza
mutua que es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que las separa.
Esta fuerza es similar a la fuerza gravitatoria ejercida entre dos masas con las
siguientes diferencias. Primero, la fuerza eléctrica es mucho más fuerte, con un
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factor de 1035 . Segundo, la carga eléctrica puede ser positiva o negativa, de tal
modo que dos cargas 
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